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Méthode de Newton

Théoréme 1. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que
fla) <0< f(b) et f' >0 sur[a,b]. On considére la suite (Tn)nen définie par :

[ ()

To € [a‘vb] et Vne Na Tn1 = ¢($n) =Tn —

La fonction f admet un unique zéro o €la,b|, et on a :

(i) 1l existe € > 0 tel que, pour xg € I =]|a —e,a+ €], la suite (n)nen converge quadratiquement vers «,
et il existe C > 0 tel que :
VneN, [z, —a| <Oz, —af?

(it) Si de plus f" > 0 sur [a,b], alors, pour xg €|, b], la suite (x,)nen est strictement décroissante, et :

f"(a)
2f"(a)

VnéeN, Oga:m_lfong(z"—oz)Z et Tpyp —a e~

(Tn — O‘)Q

Puisque f(a) et f(b) sont de signes opposés, le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne 'existence d’un
zéro « de f dans Ja,b[. Ce zéro est unique car f est strictement croissante sur ]a, b.

La méthode de Newton consiste & approcher « en partant de xy une approximation plus grossiére (obtenue depuis
une méthode 'moins efficace’, comme la dichotomie). C’est intéressant car nous allons voir que la convergence

de la méthode de Newton est quadratique.

L’idée est de remplacer la courbe de f par sa tangente au point z,, d’équation : y = f'(z,)(xz — z,) + f(xy).
Cette tangente coupe justement I’axe des abscisses au point d’abscisse x;,41.

Démonstration.

(i) La formule de Taylor-Lagrange nous donne, pour z € [a, b], I'existence d'un z, € Ja, x[ tel que :

£(0) = 1) + (o= ) f't) + C T )
En divisant par f’(z) > 0, et puisque f(a) =0, on obtient :
@) e @) (e )
SP@ T T P P oW 7a) 2 Pl

On peut alors passer a la valeur absolue et majorer violemment :

(o —2)% f"(2)
2 f(=)

o —

1

p(x) —al = IW

17 et

|‘f’ ‘\

En posant C' = § 1" oo (a,p) ‘ % , on obtient alors :

co,la,b

lp(z) — a| < Cla — z|?




Développements - Analyse Méthode de Newton

Considérons € > 0 suffisamment petit pour que Ce < 1 et que I =]a—¢,a+¢[C [a,b]. Alors, pour x € I,
on a |p(x) —al < Ce? < e, dott ¢(I) C I. En prenant x¢ € I, la suite (2, )nen est alors une suite de I,
qui vérifie, pour tout n € N :

[@0s1 —al = [¢(an) — al < Clen —af et Clan —al < (Clag — al)?” < (C2)*"

L’inégalité voulue est donc bien vérifiée, et on a une convergence quadratique car Ce < 1.

Pour = € [a,b], on a f'(z) > 0et f(x) > 0, donc :

R C))
o(x) =z — (@) <z
De plus, par le premier point, on a :
B 1f//(21)
d(r) —a= 3 (o) (x—a)?>>0

Ces deux inégalités donnent que l'intervalle I = [« b] est stable par ¢. Pour xg € I, la suite (2, )nen est
donc une suite de I strictement décroissante, elle converge donc vers une limite ¢, qui doit étre un point
fixe de ¢, donc ¢ = «, ceci donne le premier point. Pour le second, remarquons que, pour n € N, on a :

Tpyl — QO " (22,)
(mn - a)2 B 2f/($n)

Par construction, on a z,,, € |, x,[, donc la fraction converge vers Ctl,/((z)) par continuité. Donc :
f"(a) 2
Tp1 — O~ Tp —
" 27 () )
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